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Resumen

Se describe un procedimiento para lograr un aprendizaje
significativo en los alumnos de ingenieria que aplican por
primera vez el Método de Elemento Finito matricial. El
objetivo de éste es que los estudiantes puedan generar de
manera rapida y sencilla una matriz de rigidez global en
un ensamble de elementos de un grado de libertad en cada
uno de sus nodos. Los elementos resorte y barra 1D son
los primeros que se analizan en cursos donde se emplea el
método numérico de elemento finito (FEM). El
procedimiento de solucién propuesto consta de 6 pasos en
los elementos resorte y en los elementos barra 3 pasos
adicionales, es decir, en total 9 pasos. Dicho
procedimiento facilita la solucion de problemas estaticos
complejos que no pueden resolverse con métodos
tradicionales utilizados en materias como estatica y
resistencia de  materiales.  Actualmente, dicho
procedimiento es aplicado a estudiantes de la materia de
Ingenieria Asistida por Computadora de 8vo cuatrimestre
reduciendo el porcentaje de reprobacion en la unidad de
aprendizaje 1.

FEM, Aprendizaje, Procedimiento, Resorte y barra

Abstract

A procedure is described to achieve significant learning in
the engineering students who apply the Finite Element
Matrix Method for the first time. The aim of this is that
students can generate quickly and easily a global matrix of
stiffness in an assembly of elements of a degree of freedom
in each of its nodes. The elements spring and bar 1D are
the first that are analyzed in courses where the numerical
method of finite element (FEM) is used. The proposed
solution procedure consists of 6 steps and in the elements
bar 3 additional steps, that is, in total 9 steps. This
procedure facilitates the solution of complex static
problems that can’t be solved by traditional methods used
in subjects such as static and material resistance. Currently
this procedure is applied to students of the course of
Computer-Assisted Engineering of the eighth semester
reducing the percentage of failure in the unit 1.

FEM, Learning, Procedure, Spring and rod
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Introduccion
Problema

Los estudiantes de octavo cuatrimestre de
Ingenieria  Mecanica Automotriz de la
Universidad Politécnica de Aguascalientes en el
periodo mayo-agosto 2017 (2017-2) tuvieron
deficiencia en la solucién de ejercicios que
implicaron los fundamentos del método de
elemento finito matricial, especificamente los
elementos de 1D (un grado de libertad en cada
uno de sus nodos). El resultado fue que el 35%
de alumnos no aprobaron ni alcanzaron la
competencia en la primera unidad de
aprendizaje.

Justificacion

La aportacion al método numérico de elemento
finito matricial tradicional es un procedimiento
para generar de forma rapida y sencilla la matriz
de rigidez global, la cual es importante para una
solucion correcta de un problema, y es donde
justamente los alumnos del ciclo 2017-2
tuvieron sus principales errores, lo cual provoco
que no acreditaran la primera unidad de
aprendizaje.

En la literatura es dificil encontrar un
procedimiento completo para determinar todas
las propiedades de un elemento resorte y no se
diga de un elemento barra en 1D, por lo que este
trabajo sintetiza los pasos a realizar y se incluye
un ejemplo explicado paso a paso.

Hipotesis

La solucion de problemas de fundamentos del
Método de Elemento Finito (FEM) en la primera
unidad de aprendizaje, mediante  un
procedimiento aplicado correctamente
disminuye el porcentaje de reprobacion.

Comparacion elemento resorte vs elemento
barra 1D

El procedimiento de este documento solamente
se aplica a los elementos resorte y barra 1D en el
Método de Elemento Finito (en especifico el
matricial) que tienen las  siguientes
caracteristicas:

1. Todos los nodos tienen un grado de
libertad y en el mismo eje en el sistema
coordenado global.
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2. Se les aplican cargas axiales (pasan por
centroide de su seccion transversal o eje
axial).

3. Sucomportamiento es lineal y por lo tanto
cumple con la Ley de Hooke, es decir,
elementos elasticos lineales que al dejar de
aplicar cargas regresan a su longitud
inicial, ver Gréafico (a)-(b) en la Tabla 1.

En la siguiente Tabla 1 se comparan los
elementos resorte y elementos barra 1D.

Elemento barra 1D
Representacion FEM

Elemento resorte 1D
Representacion FEM

Fi 1 2 F
K 45.—.—‘
1 R 2
Lb._\;’\—.—l:i Uy U,
Us U ot
Figura (a) Figura (b)
F o
A A
v/ 4
L) L]
Gréfico (a) Gréfico (b)
Ley de Hooke Ley de Hooke
Foco (1) | oxe (2)
F=ko (11 | o=Ee (21)
dondE, donde,

F= fuerza axial externa | o= esfuerzo normal axial.

aplicada. ¢ = deformacion unitaria
&= el cambio de longitud

en el resorte. E= constante de
k= constante de | proporcionalidad lineal o

proporcionalidad lineal o | modulo elastico.

de rigidez axial.

Datos en problemas Datos en problemas
e Constantes de e Modulo de

rigidez. elasticidad.

e Longitudes.

e Propiedades de la
seccion
transversal.

Ecuaciones de las | Ecuaciones de las fuerzas

fuerzas en cada nodo en cada nodo

Fl:k(Ul-Uz) - AE _

o REmUU) O
F,=k(U,-U,) _AE

(4) FZ_ L (UZ-Ul)

(6)

Representacion matricial | Representacion matricial
N ICANL {— ——HUHF
_k k U2 F2 _A_LE A_I_E UZ FZ_

Tabla 1 Comparacion de elemento resorte vs barra 1D.
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En la Tabla 1 las ecuaciones (3) como la
ecuacion (5) para la fuerza en el nodo 1 “F1” y
las ecuaciones (4)-(6) para la fuerza en el nodo 2
“F»” son muy similares y se puede concluir que
la rigidez de un elemento barra se puede
calcular:

_AE
k= C (7)

También que la matriz de rigidez local de un
k -k
-k k
rigidez local de wun elemento barra es

AE  _AE
L L
_AE  AE |
L L

Desarrollo

elemento resorte es { } y la matriz de

En esta seccion se dan a conocer los pasos del
procedimiento aplicado en elementos resorte
como barra 1D.

Meétodo de Elemento Finito (FEM) matricial

El método numérico de elemento finito matricial
tradicional se explica en esta seccién. Para
analisis estaticos las matrices principales son: la
matriz de rigidez, vector columna de los grados
de libertad de los nodos y vector columna de
cargas, ver ecuacion matricial (8).

[k]{d}=[F] 8)
Donde:

[k]= matriz de rigidez.
{d} vector columna de grados de libertad.
[F]vector columna de cargas.

En el método matricial divide en cuatro
submatrices la matriz de rigidez global, el vector
de grados de libertad en conocidos como
desconocidos al igual que el vector de cargas.

K, K, ]|[DD] [FC -
K, K, | DC| |FD
Donde:

DD=subvector de grados de libertad
desconocidos (desplazamientos desconocidos).
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DC= subvector de grados de libertad conocidos
(desplazamientos conocidos).

FC= subvector de cargas conocidas

FD= subvector de cargas desconocidas

Al realizar la multiplicacion de (9) se
tienen las siguientes ecuaciones matriciales de
las cargas:

FC=K,DD+K,,DC (10)
FD=K,,DD+K,,DC (11)

Despejando el subvector que contienen las
incognitas de desplazamientos desconocidos, es
decir DD, se tiene la siguiente ecuacion
matricial:

DD=[K,]" (FC-K,DC) (10.1)

Con las ecuaciones matriciales (10.1) y
(11) se pueden obtener las incognitas principales
de nuestro problema.

Procedimiento para ensamble de elementos
resorte 1D

En esta seccion se detalla el procedimiento para
analizar un ensamble de elementos resorte 1D.
En la Figura 1 se muestran los pasos a seguir
para la resolucién de problemas de ensamble de
elementos resorte 1D.

(4) ENSAMBLAR MATRIZ DE
RIGIDEZ GLOBAL K

(1) Representacion del
problema en

diagrama FEM ¥
¥ (5) Dividir MATRIZ DE
(2) Identificar datos e RIGIDEZ GLOBAL K, en Kiy,
incognitas Kiz, K21, Kaz
¥ ¥
(3) Dividir vectores en DD, (6) Aplicar ecuaciones 10.1y
DC, FCy FD 11. Encontrar DD y FD.

Figura 1 Procedimiento para la solucién de problemas que
contienen elementos resorte 1D

Paso 1 Representacion del problema en
diagrama FEM. En la Figura (a) de la Tabla 1 se
puede observar que un elemento resorte consta
de dos nodos en los extremos y entre ellos se
conecta un simbolo similar a una resistencia
utilizado en circuitos eléctricos. Importante en
un ensamble:
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— Numerar todos los nodos de izquierda a
derecha.

— Numerar todos los elementos indicando su
rigidez.

— Colocar en cada uno de los nodos sus
desplazamientos, primero utilizar una
linea vertical mostrando la referencia y
una flecha hacia la derecha, asi como
nombrar cada desplazamiento con una U
que indica el desplazamiento en direccion
en el eje X positivo “X (+)”.

— En los nodos fijos (restringidos), colocar
fuerzas de reaccion hacia la derecha. Al
final de la solucion el signo corrobora el
sentido correcto de estas fuerzas.

Paso 2 Identificar datos e incégnitas. Uno
de los pasos basicos para solucionar problemas
es enlistar y clasificar en una tabla de dos
columnas los datos conocidos e incognitas, ver
la Tabla 2.

Incégnitas
En la primera de ella los | Valores que van a ser
datos que se pueden obtener | encontrados. En este
de un enunciado, de tablas | caso:
de materiales o de una | I. desplazamientos de

imagen, diagrama o boceto. nodos libres y

11. fuerzas de reaccion.

Tabla 2 Clasificacién de datos conocidos e incégnitas

Paso 3 Dividir vectores en DD, DC, FC
y FD. Después de clasificar y enlistar los datos e
incdgnitas, lo consecutivo es dividir los vectores
columna de desplazamientos como el de cargas,
ver acomodo en ecuacion matricial (9).
Importante, DD debe tener el mismo numero de
filas que FC (mxn), asi como DC y FD (oxp).

{DD}
{DC}

mxn [FC]mxn
= (9.1)
[FD]
oxp oxp
Nota: las fuerzas con sentido contrario al
sentido del desplazamiento deben tener signo

negativo.

Paso 4 Ensamblar matriz de rigidez
global k. El tamafio de la matriz de rigidez
global es igual al numero total de grados de
libertad o desplazamientos en los nodos. Por
ejemplo, si se tienen U1, Uz, Us, Us y Us en el
ensamble, la matriz de rigidez global es de 5x5
(cinco filas y cinco columnas).
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La matriz de rigidez global tiene dos
caracteristicas:

1.  Escuadrada (mismo numero de filas como
de columnas).

2.  Essimétrica (los elementos son un reflejo
tomando como referencia su diagonal
principal).

El acomodo de la matriz debe coincidir
con el orden del paso 3, es decir, primero los
desplazamientos desconocidos (DD) en orden de
menor a mayor y después los desplazamientos
conocidos (DC). Por ejemplo, si se tiene como
desplazamientos desconocidos Uz, Uz y Us, los
desplazamientos conocidos son U1=0 y Us=0.

UZ
DD Y3
20 o

Se debe tener el mismo orden tanto en fila
como en columna. Por lo tanto, como se muestra
en la Figura 2, la matriz se ordena de la siguiente
manera:

2 3 415
%

x
g P N w N

Figura 2 Ejemplo del orden de matriz de rigidez global.

El procedimiento del llenado consta,
primeramente, de analizar los nodos y después
los elementos del ensamble.

Nodos

Los valores de rigidez que se introducen en la
matriz forman la diagonal principal y todos sus
valores son positivos.

a.  Las posiciones en la matriz de rigidez
tienen el mismo naimero en la fila como en
la columna. Por ejemplo, en la Figura 2, la
primera posicion de la diagonal tiene en su
fila el nidmero 2 y como columna el
namero 2.
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b.  El nimero de posiciones en la diagonal
principal corresponde al nimero total de
posibles desplazamientos en cada nodo.

c.  Enun nodo se pueden conectar méas de un
elemento, por lo que, la rigidez de cada
uno de ellos se suma. Se debe hacer la
siguiente pregunta, ¢qué elementos estan
conectados al nodo en cuestion?, y
sumarlos.

Elementos

Los elementos 1D tienen dos nodos en sus
extremos (ver Figura (a) y (b) en la Tabla 1), por
lo tanto, por cada elemento se introducira su
rigidez correspondiente en dos posiciones de la
matriz global.

1.  Las dos posiciones en la matriz de rigidez
global por cada elemento pertenecen a la
combinacion de los nimeros de sus nodos
(extremos). Por ejemplo, en la Figura 3, el
elemento tiene los nodos 3 y 4 como
extremos. Por lo tanto, a las posiciones
(3,4) y (4,3) se le asigna la rigidez de ese
elemento, en este caso ko.

2. Elsigno de la rigidez debera ser negativo,
en ambas posiciones.

Posiciones Vacias

Las posiciones de la matriz de rigidez global que
quedan sin llenar se les asignan CEROS.

Importante, verificar que la matriz

resultante sea SIMETRICA, de lo contrario debe
encontrar el posible error y corregirlo.

Us Ua

1
=~
N

g P N 0N

Figura 3 Elemento con nodos 3-4 con rigidez k2
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Paso 5 Dividir la matriz de rigidez global
K, en Ku1, Kz, K1, K22

Los tamarios de las submatrices de rigidez
depende también de la division del vector de
grados de libertad (desplazamientos DD y DC).

a.  La submatriz K11 debe ser cuadrada y su
numero de columnas es igual al nimero de
filas de DD.

b. La submatriz Ki, debe tener el mismo
numero de columnas que las filas de DC.

c.  Enel caso de Kz su nimero de columnas
es igual al namero de filas de DD.

d. La submatriz Kz debe tener el mismo
nimero de columnas que el nimero de
filas de DC.

Una divisidn grafica puede explicarse y es
una forma sencilla de cumplir con los incisos a,
b, ¢ y d anteriores (lo que permite la
multiplicacion de las matrices).

Por ejemplo, de acuerdo con la expresion
(9.2) y la Figura 2, se tienen 3 desplazamientos
desconocidos y 2 conocidos. Para la division se
traza una linea horizontal y una vertical en la
matriz K separando lo que desconocemos y lo
gue conocemos (ver Figura 4).

»n —lh W N
=
E

Figura 4 Ejemplo de division de una matriz K

En el ejemplo de la Figura 4, el tamafio de
K11 es 3x3, K12 de 3x2, K»1 de 2x3, K22 de 2x2.
El subvector DD en este ejemplo es de 3x1y DC
de 2x1. Generalmente, Kz1= Ki2".

Paso 6 Aplicar ecuaciones 10.1 y 11. El
Gltimo paso para la solucion de problemas de
elementos 1D es, aplicar las ecuaciones
matriciales 10.1 y 11 respectivamente.

DD=[K,] (FC-K,DC) (10.1)
FD=K,,DD+K,,DC (11)
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Por eso la importancia de la division en el
paso 5 para que las operaciones matriciales
puedan ser aplicadas correctamente.

Procedimiento para ensamble de elementos
barra 1D

A continuacion, se describe el procedimiento
para resolver problemas que involucren
elementos barra 1D. En la Figura 5 se tienen los
pasos. Notese que es similar al procedimiento
que en los elementos resorte 1D hasta el paso 6,
pero se adicionan 3 pasos mas para determinar
las deformaciones unitarias, los esfuerzos
normales y cargas internas.

(1) Representacion del
problema en

(4) ENSAMBLAR MATRIZ DE
RIGIDEZ GLOBAL K

diagrama FEM ¥
¥ (5) Dividir MATRIZ DE
(2) Identificar datos e RIGIDEZ GLOBALK, en Ki,
incégnitas K1z, K21, K22
¥ ¥
(3) Dividir vectores en DD, (6) Aplicar ecuaciones 10.1y
DC, FCy FD 11. Encontrar DD y FD.

¥

(7) Calcular las
deformaciones unitarias en

cada elemento.
(8) Calcular esfuerzos axiales
en cada elemento.

¥

(9) Calcular cargas internas
en cada elemento.

Figura 5 Procedimiento para la solucion de problemas que
contienen elementos resorte 1D

Paso 1. Representacion del problema en
diagrama FEM. En la Figura (b) de la Tabla 1 se
tiene la representacion de un elemento barra 1D.
A diferencia de un elemento resorte, la barra
debe incluirse su longitud y una linea entre sus
nodos.

Paso 2. Identificar datos e incognitas. En
los elementos barra se deben conocer las
propiedades de la seccion transversal para
calcular el area, todas las longitudes y todos los
materiales para determinar el modulo elastico,
estos datos sirven para calcular la rigidez del
elemento o de los elementos si se trata de un
ensamble, como se indica en la ecuacion (7).

Tanto los pasos 3, 4, 5y 6 en barras son
idénticos que los pasos de los elementos resorte
1D.
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Paso 7 Calcular las deformaciones unitarias en
cada elemento. La formula general para
determinar la deformacion unitaria en una barra
es:

e=— (12)

Donde:

€ = es la deformacion unitaria (adimensional)
& = cambio de longitud en la barra
L = longitud original de la barra

En el método de elemento finito para
barras, se utilizan los desplazamientos para
calcular el cambio de longitud.

5 Uy
&= =—

L L
(12.1)

Donde:

U, =desplazamiento del nodo final de la barra

U, =desplazamiento del nodo inicial de la barra

Paso 8 Calcular los esfuerzos normales en
cada elemento barra El tipo de esfuerzo generado
por las cargas axiales aplicadas en los extremos
de las barras es normal. En el método de
elemento finito se utiliza la formula de la Ley de
Hooke.

o=Ee (13)
Donde:

o = esfuerzo normal debido a carga axial
E= modulo de elasticidad

En el paso 7 se determina la deformacion
unitaria 'y en el paso 2 los mddulos de
elasticidad.

Paso 9 Calcular las cargas internas en cada
uno de los elementos. El ultimo de los pasos que
se pueden calcular en los ensambles de
elementos barra 1D son las cargas internas en
cada uno de los elementos.

La férmula para calculas los esfuerzos
normales cuales se conoce la carga interna en un
elemento barra es:

COLLAZO-BARRIENTOS, Juan Carlos, RUBALCAVA-RUIZ,
Dulce Marfa, PLASCENCIA-MORA Héctor y CORREA-ZUNIGA,
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_P Programacion de la solucion analitica en
A (14) software matematico de matrices. El
segundo momento de la sesion, el alumno

Donde: crea el cadigo de programa en un software

o = esfuerzo normal debido a carga axial

A= area se la seccion transversal perpendicular a
la carga

P = carga axial interna

En el paso 8 se calculan los esfuerzos y en
paso 2 las areas de la seccion transversal. Se P
despeja la ecuacion (14).

P=cA (14.1)
Resultados

En esta seccion se aplica mediante un ejemplo
paso a paso con lo explicado en el procedimiento
explicado en el desarrollo. Ademas, de la
metodologia aplicada en la clase y finalmente el
porcentaje de aprobacion después aplicar ésta.

Metodologia de aplicacion de procedimiento
en aula

En la Figura 6 se muestra la metodologia
aplicada en clases de la primera unidad de
aprendizaje tanto en aula como en un laboratorio
de cOmputo. La sesion consta de cuatro
momentos principales.

(1) Planteamiento del
problema aplicando el ol
procedimiento
(solucién analitica)

¥ ! |

(2) Programacion de la (4) Comparacién y andlisis de los
solucidn analitica en resultados para validar. Es
software matemdtico decir, Resultados de la

Solucién analitica vs

(3) Simulacién en Software CAE
(SolidWorks Simulation,
ANSYS, etc.)

de matrices (FreeMat,
SCilab, Octave, etc.)

Resultados de Software.

Figura 6 Momentos principales en una sesion de clase
donde se aplica el procedimiento de solucion

1.  Planteamiento del problema. (solucion
analitica). Al inicio de la clase, el alumno
plantea el problema aplicando el
procedimiento descrito en las secciones
2.2y 2.3.
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matematico de operaciones matriciales.

3. Simulacion en Software CAE. En el tercer
momento, el estudiante simula el problema
con la ayuda de un software comercial de
Ingenieria Asistida por Computadora
(Computer Aided Engineering).
Importante, que los mddulos elasticos
utilizados en el codigo del momento (2)
debe ser igual a las propiedades de los
materiales asignados en la simulacion.

4.  Comparacién y analisis de los resultados.
En el dltimo momento de la clase, se
comparan los resultados obtenidos en (2) y
(3). Deben ser iguales, de lo contrario se
debe regresar y revisar de nuevo su
planteamiento del problema, su codigo de
programa y su simulacién.

Ejemplo de aplicacion

Acero 1020 - Acero 1020
Aluminio 1060

i e AWMV

| k=300 1Ib/in

2l >

Figura 7 Ejercicio de ejemplo para aplicacién del
procedimiento de solucion de ensambles 1D en FEM.
Cotas en pulgadas (in)

En la Figura 7 se muestra un ensamble de
tres barras y un resorte. Las barras de acero AlSI
1020 tienen un didmetro de 0.75 in en su seccion
transversal y la barra de aleacion de aluminio
1060 un didmetro de 0.4 in. El resorte posee una
constante de rigidez de 300 Ib/in. Se aplican dos
cargas externas, la primera F=1000 Ib a 15 in del
soporte izquierdo y P= 500 Ib en el extremo
derecho de la barra de aluminio.

Paso 1 Representacion del problema en
diagrama FEM

En la Figura 8 se muestra la representacion
FEM del problema de ejemplo. Importante, se
agrega un nodo donde se aplica la carga F (en
FEM matricial, las cargas son aplicadas solo en
nodos).
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L 5 e ; Notese en los subvectores de (9.2) que la

@ f—y @ Qe L ] @

Figura 8. Representacion FEM de la Figura 7

Paso 2. Identificar datos e incognitas. En la
Tabla 3 se clasifican como ordenan los datos
como las incognitas.

Datos Incégnitas
EA=10007603.9 psi Principales
Es=29007547.53 psi
L1=15in

L2:20 in

L3:18 in

L5:13 in

da=0.4in
ds=0.75in

k4=300 Ib/in

U.=0 in

Ues=0 in

F=1000 Ib

P=500 Ib

Tabla 3 Datos e incognitas del problema ejemplo

Adicionalmente, se pueden determinar la
rigidez equivalente en cada uno de los elementos
barra.

E.A
k =—=s"'s 7.1
= (7.)
E.A
k. =—=s"'s 7.2
= (7.2)
K,= A (7.3)
L3
EA
k.=——= 7.4
= (7.4)
Donde:
nd,?
A,= 4A (15)
nd 2
A =—2 16
5=, (16)

Paso 3. Dividir vectores en DD, DC, FC y FD.

U, —F
U, 0
u, P
= 9.2
U5 4x1 0 4x1 ( )

U6 2x1 RG 2x1
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fuerza en el nodo 2 es negativa y que los tamafios
de las matrices concuerdan.

Paso 4 Ensamblar matriz de rigidez global k.

El orden de los nimeros en las filas y columnas
es 2,3,4,5,1y6 como en la expresion (9.2). El
tamario de la matriz es 6x6.

Nodos

En el nodo 1y 6 sblo se conecta un elemento,
peroen 2, 3, 4y 5 se conectan dos de ellos. Por
lo que la diagonal de la matriz de rigidez global
se llena de la siguiente manera. Ver la Figura 9.

2 3 4 5 1 6
[k, +k, 12
k,+k, 3
; k,+k, 4
k,+k, 5
k, 1
i o kg6

Figura 9 Llenado de la diagonal principal de K
Elementos

El primer elemento tiene como extremos los
nodos 1 y 2, por lo que se introduce -ki en las
posiciones (1,2) y (2,1). EI mismo caso para los
otros 4 elementos. Ver la Figura 10.

2 3 45 I 6
k+k, -k, k, 02
&, k,+k, *, 3

Kk, kok, Kk, 4

Kk,  ko+tk, 0 k|5
«, koo
] ke 0 k|6

Figura 10. Llenado de la rigidez por elementos

Las posiciones vacias se llenan con cero.
Se debe verificar que la matriz sea simétrica. Ver
la Figura 11.
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2 3 4 5 16

k+k, k, 0 0 k, 0 72
k,  k,+k, -k, 0 03
0 k, kotk, k, 0 0 |4
0 0 k, k,itk, 0 k|5
k0 0 0 k0 |1
0 0 0 k, 0 k|6

Figura 11. Matriz de rigidez global K resultante.

Paso 5 Dividir la matriz de rigidez global
K, en K1, K1z, K21, K22 Se traza una linea
horizontal como vertical para separar los
nimeros de los nodos cuyos desplazamientos
son desconocidos de los nodos cuyos
desplazamientos son conocidos. Ver la Figura
12.

2 3 4 5 1 6
k+k, k, 0 0 k, 072
X,  k+k, k, 0 0 0 |3
0 k, kotk, k, |0 o0 |4
0 0 k,  k,tk |0 k|5
k0 0 0 k0 |1
0 0 0 ke |0 k|6

Figura 12. Matriz de rigidez global K resultante dividida

Por lo tanto, en las expresiones (17) a (20)
se tienen las matrices Ki1, K12, Ka1, K22,

k,+K, -k, 0 0
K. = -k, k,+k, -k, 0 (17)
1 0 -k, K;+K, -k,
0 0 -k, K,+K; i
[k, 0
0
K12 = 0 0 (18)
_0 -k5 4x2
.k, 0 0 O
K21: ' (19)
0 0 0 -k -
k, 0
K,, { ! } (20)
0 k5 2x2

ISSN- 2410-3438
ECORFAN® Todos los derechos reservados

Junio 2018 Vol.5 No.15 18-29

Paso 6 Aplicar ecuaciones 10.1 y 11. El
altimo paso para la solucion de problemas de
elementos 1D es aplicar las ecuaciones
matriciales 10.1 y 11 respectivamente.

UZ
DD= 33 =[K11];14(FC4X1—K12DC) (10.1.1)
4
U5 ax1
R
FD :{Rl} ~K,,DD+K,,DC (11.1)
6

Los siguientes 3 pasos se aplican
solamente para los elementos barra 1D.

Paso 7 Calcular las deformaciones unitarias en
cada elemento. En total tenemos 4 elementos
barra. Por lo tanto, 4 deformaciones unitarias.

£,= Y,-Y, (12.1.1)
Ll
£,= Y, U, (12.1.2)
L2
£,= Y,"Y, (12.1.3)
L3
U,-U
£c= f;_ 5 (12.1.4)

Paso 8 Calcular los esfuerzos normales en
cada elemento barra. Se utiliza la ecuacion de al
Ley de Hooke en barras para determinar los
esfuerzos normales debido a cargas axiales.

O (13.1)
c,=Ee, (13.2)
o,=E &, (13.3)
o;=E&, (13.4)

Paso 9 Calcular las cargas internas en
cada uno de los elementos Finalmente, con las
siguientes ecuaciones se calculan las cargas
internas que se generan en las cuatro barras.

P=A.0, (14.1.1)
P,=A.0, (14.1.2)
P,=A,0, (14.1.3)
P.=A o, (14.1.4)
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Después de planear el problema, la
segunda etapa 0 momento de la sesion de clase
es generar el programa. A continuacion, el
cadigo del ejemplo en el software FreeMat se
muestra en la Figura 13.

1 clear;
2 clc;
3 format long;
4
5 Er=10007603.9;
& ES5=25007547.53;
7 L1=15;
8 L2=20;
] L3=13;
10 L5=13;
11 da=0.4;
12 dsS=0.7&;
13 Ul=0;
14 Ue=0;
15 F=1000;
16 P=500;
17
8 ARA=(pi*dR"~2)/4;
158 LS=(pi*d5~2)/4:
20
21 kl=(ES*AS5)/L1;
22 k2=(E5*AS5) fL2;
R k3= (EL*RL) /L3;
24 k4=300;
25 k5=(ES*AS5) /L5;
26
27 DC=[U1;U&]:
28 FC=[-F:0:;P:;0];
29
30 Ell=[kl+k2 -k2 0 0;-k2 k2+k3 -k3 0;...
31 b -k3 k3+k4 -k4;0 0 -k4 k4+k5]:
R Kl2=[-k1 0;0 0;0 0:;0 -k5]:
33 E21=[-k1 0 0 0;0 0 0 -k3]:
34 K22=[kl 0;0 k5]:
=i
36 disp('DESPLAZZMIENTCS')
=17 DD=inwv (K11) * (FC-K12*DC)
8 disp('REACCICNES")
35 FO=EZ1*DD+E22*DC
40
41 uz=DpD(1,1):
42 us=DpD(2,1):
43 U4=DD(3,1)
44 Us=DD(4,1)
45
4g disp ('DEFOCRMACTICNES UNITARIAS')
47 21=({U2-U1) /L1
8 e2=(U3-U2) /L2
49 23=(U4-U3) /L3
50 e5=(U&-U5) /L5
51
52 disp ("ESFUERZOS"')
23 51=E5*el
54 52=E5*el
Zf S53=EL*e3
56 S5=E5%ek
57
g disp ("'CARGLS INTERMNLS')
58 P1=R5%51
60 P2=R5%52
61 P3=RL*53
62 PE=R5#55

Figura 13 Cdédigo en FreeMat del ejercicio de ejemplo

En la Figura 14 se dan a conocer los
resultados.
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——> DESPLAZAMIENTCS ESFUERZOS
DD = 51 =
-1136.73377822639509
1.0e-003 =
-0.58781276341137
0.18909068837222 5z =
7.31422424589801 1126.80315019167200
0.00222524231526
RELCCICNES 53 =

3961.41746551758707

FD =
502.19359570110474

~2.193595970110482 55 =

-4.9652940173615%

DEFORMACICNES UNITARIAS CARGAS THTERNAS

el =
-3.9187517560757%9e-005

Fl =
—-502.193559870110480

2= -
Bz =
3.88451725891793=-005 497 .806400259889520
e3 = E3 =
3.95840753201433e-004 497 _BO6400259889526
eh = 1=1

-1.711724857859308e-007 -2.18359970110482

Figura 14 Resultados del programa del ejercicio de
ejemplo

En el tercer momento de la sesion el
alumno simula en un software CAE. Las Figuras
15 (a)-(c) se muestran los resultados arrojados en
SolidWorks Simulation.

=y

03550616147 in

58056004 n

— | hodo s 05

Ubicacidn de ¥, ¥, 2:| 205,0.683,14.8 in o3 1, 2:|38.5,0.98,15.21n
1.9708-004 In

7.3352-003 In

~ ~

Hodo: 13415

Ubicacion de X, Y, Z:|47.7,0847,15 in

Valor 2.285¢-006 in

~

(a) Desplazamientos en in.

[ ET

P |-1.726-006 17
FZi |-343e-00610F
FRes:| 502 bt

~

e |-z21bf
Y |-1,34e-008 lof

F2t |-2.720-008 lf

FRes:| 2.2 17

~

(b) Fuerzas de reaccion en Ib.
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(c) Deformaciones unitarias en in/in.

Walar:

Modo:
Ubicacidn de ¥, ¥, Z:-207,21.7,371 mm

3530

-1,137.0% psi

~

Maoda:

Ubicacién de ¥, ¥, 2

Walor:

15702

1.382+003,18.2,372 mm

-4822  psi

Modo: 8658

Ubicacidn de ¥, ¥, Z:[ 230,219,371 mm

“Walor 1,127,538 psi

A | Modao: 11324

Ubicacién de ¥, ¥, 72| 753,239,376

“alon 3,962125 psi

mm

(d) Esfuerzos axiales en psi.

~

Figura 15 Resultados de la simulacién en SW Simulation

Este paso el Gltimo momento en la sesion
de clase se resume en la Tabla 4 donde se

comparan

Desplazamientos

los resultados del
FreeMat y SolidWorks Simulation.

FreeMat

U,=-0.58781e-03

SW
Simulation
-5.805e-04

programa en

(in) U3=0.18909e-03 | 1.970e-04
U,=7.31422e-03 | 7.335e-04
Us=0.00222e-03 | 2.285e-06
Fuerzas de | R;=502.19 502
reaccion (Ib) Re=-2.1936 -2.2
Deformaciones £1-3.9187e-05 -3.920e-05
unitarias (in/in) | €2=3.8845e-05 3.887e-05
£3=3.9584¢-04 3.971e-04
£5=-1.711e-07 3.887e-05
Esfuerzos (psi) 01=-1136.733 -1,137.098
c2=1126.803 1,127.538
03=3961.417 3,969.125
4= -4.965 -4.822

Tabla 4 Comparacion y analisis de resultados

En la Figura 16 se tienen los detalles de la

malla utilizada en

SolidWorks Simulation.
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Malla Detalles < X |

Andlisis estdtica 1 [-Predeterminado-] ~ i
halla sdlida |
alla esténdar

Desactivar

Desactivar

4 puntos

7.27396 mm

0363698 mm

Elementos cuadrdticos de alto orden

Nombre de estudio

Tipo de malla

Mallador utiizado

Tranzicion automatica

Incluir bucles automaticos de malla
Puntos jacobianos

Tamafio de elementos

Tuolerancia

Calidad de malla

Nimero total de nodos

Nimero total de elementos 8573
Cociente de aspecto mazimo

1

Porcentaje de elementos 913
con cociente de aspecta < 3 '

Parcentaje de elementos 0

coh cociente de aspecto » 10

% de elementos distorsionados 0

[Jacobiana)

Fegenerar la malla de piezas falidas con malla incompatible | Desactivar b

Figura 16 Detalles del mallado utilizado en la simulacién
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Conclusiones

El procedimiento explicado en este trabajo de
investigacion puede aplicarlo tanto un estudiante
que requiere los fundamentos como un profesor
en cursos introductorios del Método de
Elemento Finito.

En nuestro caso la aplicacién del
procedimiento y la metodologia de imparticion
de clase (los cuatro momentos en una sesion)
permitio disminuir el porcentaje de reprobacion
de un 35% a un 5% en el periodo 2018-2.

Cabe mencionar que el Método de
Elemento Finito es un método numérico y que
los programas comerciales como SolidWorks
Simulation se aproximan al valor real. Al
comparar los resultados se tiene un error menor
al 5%. El principal factor para este error es el tipo
de mallado y tamafio del elemento.

La principal aportacién del procedimiento
al método tradicional de elemento finito son los
pasos 4 y 5 para generar facilmente una matriz
de rigidez global.
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